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Transformation de Laplace

Nadia Sraieb

Ecole Nationale d’Ingénieur de Gabes
Département GCR-GCP
Omar Ibn Khattab Street 6029 Gabes, Tunisia
e-mail: nadia.sraieb@fsg.rnu.tn/sraieb.nadia@yahoo.fr

Keywords: Transformation de Laplace

1 Introduction

On identifira au sous espace vectoriel L} (R)(I’espace vectoriel des fonctions localement

intégrables sur R), nulles sur R*.
Dans ce cours, on considére que les fonctions sont nulles pour z < 0. Ce type de fonction

sont appelées des fonctions causale.
Et pour les fonctions f non nulle sur R_, il suffit de considfer g(x) = H(z)g(z), H étant
la fonction de Heaviside, pour obténir la fonction correspondante.

Definition 1.1. Soit f une fonction a variable réelle ou compleze, la transformation de
Laplace bilatérale de f,lorsqu’elle existe, est la fonction a variable réelle ou complexe p

définit par intégrale:
+o00

L(p) = f(t)at.

0
Remarque 1.1. f est appelé l'origine et L est l'image de la fonction f.
Definition 1.2. La transformation de Laplace unilatérale d’une fonction causale f est la
fonction Lf de la variable réelle ou complexe p définie par

+o00

Lf(p) = f(t)e Pdt (1.1)

0

Remarque 1.2. 1. On remarque dans le cas de la transformation de Laplace uni-
latérale, seule la restriction de f a R intervient dans la définition. On peut toujours
rendre une fonction causale, c’est en la multipliant par la fonction Heaviside.

2. Pour que Lf existe, il faut que I'intégrale f0+°° f(t) e7Ptdt soit convergente

Exemple
Vérifions que la fonction f(t) = %H (t) n’admet pas de transformation de Laplace.

ciwy= [ tema = [ Leway [T Lema
p) = cePdl = | ceTMdt+ e
0 g 0 1
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Sur lintervalle [0, 1], ™7 > e, si p est réel positif, donc

1 1
/ le""dtze"’ / ldt
o t ol

Cette dernitre intégrale diverge et ainsi £f(p) n’existe pas.

Definition 1.3. On dit que f est & croissance ezponentielle d’ordre p s’il existe A,B > 0

lels que,
Vz > A,|f(t)] £ Bet.

Exemple e Les fonctions polyndmes et les fonctions de la forme f(t) = ae® sont
d’ordre exponentielles.
o la fonction f(t) = et n’est pas d’ordre exponentielle.
en effet : onaVa € R,

2 2
etet’ — ot tat

e 2
et lim et = +00
t—+o00

Théoréme 1.1. si f est localement intégrable sur Ry d’ordre ezponenticlle alors elle
admet une transformée de Laplace bien définie pour tout p € C telle que Re(p) > a (ot a
vérifie |f(t)| < Ce™, c>0et Vit >1o.).

Preuve Soit tg > 0. Il existe C > 0, a € R tel que I'on a
|f(@)] < Ce™, Vit
Parsuite, pour tout ¢ > £y, on obtient |

[f()e™ = |f(t)]e 0

< Ce—(mc(s)—a)t.

+o0
D’oti la convergence de l'intégrale / [f(t)e™=|dt, V PRe(s) > a. C e qui entraine la

to
+o0

convergence de I'intégrale ft)e™*dt, VY Re(s) > a.
to

to
Or puisque f € L} (R*) alors / J(t)e™dt < +o0.
0
Donc,
+o0 to

+o00
f(t)e™*dt = i f(t)e™*tdt + / |/ (t)e™*"|dt < +oo, V Re(s) > a.
0 to

Ce qui fallait démontrer.
Puisque l'existance de la transformation de Laplace exige que

L e |f(t)] € L'(RY)

on introduira, alors la notion d’abscisse de convergence absolue ou appelée encore I’abscisse
de sommabilité.
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Definition 1.4. On appelle abscisse de convergence absolue ou abscisse de sommabilité,

le réel zg telle que
%o = inf {a: €R, : e~?|f(t)] € L'(R™)}.

+00
Ici, on remarque bien la convergence absolue de I'intégrale / e~* f(t)dt pour Re(s) >

0
o alors que cette convergence n’est pas vérifié lorsque Re(s) < zo.
Exemple La fonction échelon-unité ou Heaviside, définie par

H(z)=1,z>0; H(z)=0,t<0.

Lip) = /0 " Hz)eds

+00
= / e Pidt
0
+00

pour que e Pdt soit convergente il faux que tli+m e ? = 0 ce qui implique que
0 =00
lim |e7?|=0. Comme p € C, alors || = e R, Donc
t—+-00
lim e Rt = ( si et seulement si Rel(p) > 0.
t—+o00

+00
Par suite e dt est convergente si et seulement si Rel(p) > 0. Alors I'abscisse de

0 :
convergence absolue de la fonction Heaviside H est py = 0. Dans la suite un calcul simple

donne 1
LH(p) = >’ Vpe C, Rel(p)>0

Exemple
Posons f(t) = e, on a

+o00 +00
Lf(p) = / etePdt = / el=Plgy
0 0

lim [P = lim e ®¥ =0 & Relp > 0.
t—+4o00 t—+oc0

avec
Ainsi
L(e")(p) = _1.’ Y Relp > 0

Il sera simple de vérifier la relation entre les deux transformations F et £, donnée
dans ce théoréme.

Théoréme 1.2. (La relation entre F et L)

Sozz f )une forzctz)on causale, telle que: si f € L'(RY), alors Ff(y) = Lf (iy2r), ou encore
FI(£) = Lf(iy), Vy € R. W—/"’_f—’\
La preuve est évidente. - ‘2 WJ&{: (ﬁ) ‘P) J @0 A’\
2Tyt ' . ol )
Y Jc 8 )] 5 PO 4 - -:f

LY () of(glo o st (). )i
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2 Quelques exemples

1. Transformée de Laplace de 1’échelon unité (¢ — H(t)) La transformée de
Laplace de I’échelon unité est définie pour p € C avec Relp > 0 et on a
1

LH(p) = LIH(L)P) = 7

2. Transformée de Laplace de la fonction rampe ¢ — t x H(t) La transformée
de Laplace de la fonction rampe est définie pour pour p € C avec Relp > 0 et on a

£(t x H(8)(®) =I—}5

3. Transformée de Laplace de la fonction ¢ — " x H(t), n € N La transformée
de Laplace de la fonction (¢ — " x H(t)) est définie pour p € C avec Relp > 0 et

on a
n!

£ x HO)p) = o

preuve Calculons la transformée de Laplace de la fonction ¢ — t® x H(t) intégrant
par parties:
u=1t", dv=ePdt, du=nt""1dt, v= —-le_”t

+00
LA™ x H(t))(p) = /0 t"e Ptdt

+

= [— 1e"”‘t"] e + g/ oot""lc_”tdt
p 0 D Jo

Les valeurs de la premitre intégrale sont nulles & chaque borne, la valeur de la

seconde est celle de la transformée de ¢ — t"~1 x H(t).

Ainsi,

£ x HO)E) = S0~ xu)e) = 57— Le? x HE) (@)

p
_ 5"; 1...;76(#’ x H(t))(p)
|
= I%cw(t))(p)

Mais ] 1
I;E(t" x H(t))(p) = L(H(t))(p) = 2

comme on peut immédiatement le constater.

4. Transformée de Laplace de la fonction t+— e* x H(t),a € C- -

La transformée de Laplace de la fonction ¢ — e® x H(t) est définie pour p € C,

Rel(p) > Rel(a) et on a
1

—-a

L(e" x H(t))(p) = Z

®
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preuve Calculons la transformée de Laplace de I'exponentielle f(t) = e® x H(t)

+o0 +o0
L(e™ xUM))(p) = / e®e Pidt = / ele-Ptdy = [
0 0

+o0o
e(a'_p)t]
a-p 0
avec

lim
pHtoola —p

lim e
la = p| pr+oo

c(a—p)t‘ aas 1 (a—Relp)t

Cette derniere limite est nulle si Relp > a. Ainsi, la valeur en la borne supérieure
n’existe que si Relp > a et vaut alors 0. Alors que la valeur en la borne inférieure
vaut . Ainsi

L(e® x H(t))(p) = —1—, définie si Relp>a

. Transformée de Laplace de la fonction ¢ — sint x H(t) :

La transformée de Laplace de la fonction ¢ + sint x H(t) est définie pour p € C,
Rel(p) >0eton a

L(sint x H(t))(p) = p2:- 1

preuve Calculons L(sint X H(t)) en intégrant aussi par parties :

1
u=sint, dv=ePdt, du=-costdt, v=——e "

0

+00 1 +00 1 +oo
L(sint x H(t))(p) = / sinte "' dt = [ - :;e"’t sin t] + 3 / cos te P dt
0 0

Les valeurs de la premicre intégrale sont nulles a chaque borne, la valeur de la
seconde est celle de la transformée de sintH (¢) . Ainsi

Lsint x H())(p) = %L(cost < H(t))(p)

En intégrant une nouvelle fois par parties, on trouve que

L(cost x H(L))(p) = % - ]—tﬁ(sint x H(%))(®)

et

finalement 1 1
L(sint x H(t))(p) = i I?L'.(sint x H(t))(p)

D’oli, en résolvant I’équation

L(sint x H(t))(p) =

PP+1

On établit de méme

L(cost x H(t))(p) = p21_7*_ 1
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3 Propriétés de la transformation de Laplace

Proposition 3.1. Soit f et g deus fonctions causales admetlant deux transformation de
Laplace respectives Lf et Lg et d’indice de sommabilité respectifs To et yo, alors ona.

1. Linéarité :
e la fonction f + g admet unc transformation de Laplace telle que
L(f +9)(p) = Lf(p) + Lg(p)-
o Pour tout a appartenant ¢ R (ou d¢ € C), on a

Ll x f)(p) = ax Lf(p)

2. Injectivité :
si Lf=Lg alors f=gp.p.

lim Lf(p) =0, VpeCtel queRep > .
[p|—+00

Exemple

1. La transformée de Laplace de la fonction définie par
1) = (3t + 9H()
est dounée par

L(@Bt+)H®)(p) = 3LEH®)(p) +4L(H(t))9(p)
3 4
p

p2

L(e*)(p) = L(cost)(p)+ iL(sint)(p)
1

p—1
P o1

P+1 T E])Q +1

l y
Alors i i

o) et L(sint)(p) = =g

L(cost)(p) =

Proposition 3.2. Soit f une fonclion causale admettant une transformée de Laplace
notée Lf(p) ayant po comme abscisse de convergence absolue, alors on a

1. Phénoméne d’amortissement: pour a € R la fonction e* f(t) admet unc trans-
formée de laplace, son abscisse de convergence absolue est po + a et on a

L(e*ft)H(L))(p) = Lf(p—a), Yp>po+a.

)

Y TR T
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2. Changements d’échelles : pour tout a > 0, la fonction f(at) admet une trans-
formée de laplace d’abscisse de convergence absolue est apg et on a

B, , LU@HO)G) = =£1(E), ¥p> am.

3. Phénomeéne de retatd: Soit a > 0, la fonction

fat) = J(t—a)H(t-q)
{f(t—a) si t>a,

0 sinon

admet une transformée de Laplace son abscisse de convergence absolue est pp et on
a

L(fa(t))(p) = e™Lf(p), VYp > po-
Remarque 3.1. Pour a >0, on a Vt € R, H(at) = H(t)
preuve

1. ona

+o0 +o0

L(e*f(t)H(t))(p) = i ft)e e P dt = i f@)e~=dt = Lf(p — a).

2. Par un simple changement de variable u = at, on obtient le résultat.

+o00
3. Ona L£{f.(8))(p) = f f(t — a)e Pt

Posons u =t — a, du = dt. L’intégrale devient
+00 +oo

L (u)e Pt dy = ¢7P0 i f(u)e™Ptdu = e L f(p).

Exemple

1. L(BH())(p) = L) (p — 2) = gy
2. L(e*sintH(t))(p) = L(sint)(p +3) = rrapmy

3. pour @ € R on

{ L(cos(at))(p) = ;L(cos(t))(2) = 2,
L(sin(at))(p) = FL(sin(t))(2) = 72

= 4. Transformée de Laplace de f(t) = (t —1)2 et g(t) = (t — 1)%,¢t > 1:
Remarquons ici qu’on peut appliquer la proposition précédante (cas de phénomene

(7)
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de retard) uniquement sur la fonction g et non pas sur f car la fonction f elle retardé
par 1 mais elle commence & partie de zéro et non pas de 1.

LAOHP) = LI -2+ 1)()

= L(t*)(p) - 2L(t)(p) + L(H())(P)
-

P o p

ot

L(t-1)*H(t-1)») = ePLE)®)
2e-?
N

Exemple Cherchons la transformée de la fonction

f(t) = sin(2t — 3) (¢t — g)

la fonction 3 3 3
f(¢) =sin(2(t - ) H(t - 5) = 9(t - 35)
avec g(t) = sin(2t)H(t)
Alors,
2e—3P
pP?+4

L)) = £l - 3)p) = e PL) @) =
Exemple Calculer la transformée de la fonction
g(t) = tH(t - 1)

La fonction g est égale & une fonction f retardée de 1: g(t) = f(t —1).
Donc la fonction f est égale & g avancée de 1: f(t) = g(t + 1).

J(t) =g(t+1) = (t+1)H()

Alors 11
L)) = (5 + )

Exemple Calculer la transformée de la fonction
[(t) = sintH(t - 2)

La fonction = .
g(t) = f(t+ 3) = sin(t + ) H(t) = costH(t)

est retardée de 7. Le retard implique

)) = e~ 3P 2
£lo(0)0) = i P

(®
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